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L'énoncé de cette épreuve comporte 7 pages.

o Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il est
invité a le signaler sur sa copie et & poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives
qu’il est amené a prendre.

© Tout résultat fourni dans 1'énoncé peut étre utilisé pour les questions ultérieures, méme s'il n'a
pas été démontré.

o 11 ne faudra pas hésiter a formuler les commentaires (incluant des considérations numériques)
qui vous sembleront pertinents, méme lorsque 1'énoncé ne le demande pas explicitement. Le baréme
tiendra compte de ces initiatives ainsi que des qualités de rédaction de la copie.

Notations : vecteur — A (gras) ; norme du vecteur Vo V (italique) ; vecteur unitaire — a.

Dans toute I'épreuve, exprimer signifie « donner I’expression littérale » et calculer signifie « donner
la valeur numérique ».

SATELLITES DE TELECOMMUNICATION

On se propose d'étudier quelques aspects du fonctionnement de satellites de télécommunica-
tion en orbite autour de la Terre. Sauf mention contraire, on considérera que la Terre est une
sphére homogeéne de rayon Ry et de centre O, immobile dans I’espace, sans rotation propre.

A 1a fin de cet énoncé (page 7), sont regroupées des valeurs de grandeurs physiques et un
formulaire utilisables dans cette épreuve.

ISATELLITES SUR ORBITE CIRCULAIRE

0 1 - Un satellite de masse Ms est en orbite circulaire de centre O, a une altitude 4 de
I'ordre de quelques centaines de kilometres (orbite basse). Etablir la relation entre la période
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de révolution 7 et 4. Exprimer de méme la relation entre la vitesse v = HVH et h.

U 2-Soient E, et E, I'énergie cinétique du satellite et son énergie potentielle dans le

champ de gravitation de la Terre ; établir le « théoreme du viriel » : 2E_ +E, =0.

Q 3 - A chaque position P du satellite
correspond un point Q sur la Terre a la
verticale de ce point. L’ensemble des
points Q définit la trace de la
trajectoire. Pour un observateur situé
en Q, la durée de visibilit¢ 7 d’un
satellite est I’intervalle de temps entre
son apparition sur 1'horizon (point A
de la Fig. 1) et sa disparition sous
I’horizon (point B). Exprimer 7 en
fonctionde 2, G, M, et R,.

Calculer 7 pour 7 =8x10° m.

0 4 - Calculer T/ . Pour les besoins
Fig. 1 : Satellite P, point Q et ligne des horizons AB. de la [éléPhonie molb“& on P]aqe Sur
Le plan orbital représenté est dit polaire (la ligne des orbites polaires (c’est-a-dire

des péles est N'SNS’). L'angle  est dit ancillaire. contenues dans un plan méridien
terrestre) un ensemble de satellites,

identiques, appelé « train de satellites ». Ces satellites sont disposés régulierement sur leur
orbite polaire commune, a I'altitude de 800 km. Calculer le nombre minimal de satellites
nécessaires pour former un « train » afin que tous les points au sol, dans le méme plan méri-
dien que 1’orbite, voient au moins un satellite a tout instant.

Combien d’orbites polaires de ce type faut-il pour couvrir la surface de la Terre, c’est a dire
pour que chaque point de la surface terrestre voie au moins un satellite a tout instant ? Com-
bien doit-on disposer de satellites en tout ?

QO 5 - Dans cette question, on prend en compte la rotation de la Terre. Calculer la période et
I’altitude d’un satellite placé sur orbite géostationnaire. La notion de durée de visibilité
garde-t-elle, dans ce cas, un sens ? Quels sont les avantages et les inconvénients d'un satellite
géostationnaire comparé au train de la question 4 ?

0O 6 - La Terre est entourée d’une atmosphere qui s’oppose au mouvement du satellite. La
force de frottement fa créée par I’atmosphere est proportionnelle au carré de la vitesse v du
satellite et elle s’exprime parf, = —a Mg vV, ol @ a une valeur positive, constante dans
cette question. Déterminer la dimension de . Ecrire le théoréme de I'énergie cinétique en
supposant que le théoréme du viriel établi a la question 2 reste applicable en présence de f,.
Etablir I'équation différentielle vérifiée par h.

Q 7 - Un satellite placé sur une orbite d’altitude 800 km subit une diminution d’altitude

d’environ 1m par révolution ; sa vitesse est, en norme, trés peu affectée au bout d’une
révolution. En déduire une estimation au premier ordre de & (ne pas s’étonner de la petitesse
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extréme du résultat !). Calculer, avec la méme approximation, ce qu’il advient de I'altitude
au bout de 10 ans de fonctionnement du satellite. Comparer a la solution exacte. Le fait
d’avoir une augmentation de la vitesse en présence d’une force opposée au mouvement est-il
paradoxal ?

0 8 —En réalité, les frottements dépendent de la densité de I’atmospheére et donc de
I’altitude. Dans un certain domaine d’altitudes, & varie selon la loi a(h) = hLﬁ ol yet fB

sont positifs. Le méme satellite que celui de la question 7 (perdant 1 metre par révolution
pour /# ~800 km ) perd, a I"altitude de 400 km, 2 metres par révolution. Calculer yet S.

II STABILISATION DE L’ATTITUDE D'UN SATELLITE SUR
SON ORBITE PAR GRADIENT DE GRAVITE

La méthode de stabilisation d’attitude par gradient de gravité a ét€ mise en ceuvre pour les
satellites artificiels afin qu’ils présentent

vers la Terre toujours le méme coté. Elle
y ne requiert aucune ressource d’énergie
embarquée. Le principe de cette méthode
a été établi par Lagrange, au XVII*™, afin
d’expliquer pourquoi la Lune présente
toujours la méme face vers la Terre.

Modéle : le satellite est constitué de deux
points matériels M; et M, de masses

1
identiques m =EMS reliés par une tige

rigide de masse nulle et de longueur 2/.
Le barycentre S du satellite décrit autour
de la Terre une orbite circulaire de rayon
ro = Ry + h (I << rp). Le référentiel géo-
centrique (R)1ié au repere (Oxyz) est
supposé galiléen. Le plan orbital est Oxy.
Le référentiel (R') défini par le repere

(Ox’yz) lié au satellite tourne autour de

Fig. 2 : Le satellite, son référentiel R” (Ox’y) etle | la Terre avec une vitesse angulaire (2

référentiel R li€ a la Terre (Oxy). (Fig. 2). Les points M, et M, sont dans le

plan orbital : OS = rgli, OM; =0, et
OM: = r,i,, ol @, d et i sont unitaires. On appelle &1'angle de MM, avec I'axe Ox’ de

(R’). On cherche a déterminer les éventuelles positions d’équilibre du satellite dans le
référentiel (R’) et leur stabilité. On suppose qu’il n'y a pas de frottements.

FEtude dynamique, dans le référentiel mobile

O 9 - Exprimer les forces gravitationnelles Fl et i‘z qui agissent sur M; et M,.

Q 10 - Exprimer dans (R") les forces d'inertie d'entrainement qui agissent sur M, et M, en
fonction de m, £2, T, et F,. Exprimer dans (R’) les forces d'inertie de Coriolis qui agissent
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s - i . 4o
sur M, et M, en fonction de m, £2, SM1, SM2 et Q:E'

QO 11 - Montrer que dans (R”) le moment des forces d’inertie de Coriolis en S est nul. Fta-

blir que dans (R’) le moment résultant calculé en S des actions extérieures a pour amplitude,
.

pour /<<r, [¢=6GmM,—sin(6)cos(8). Préciser la direction et le sens de ce
i

moment cinétique.

0 12 - Appliquer le théoreme du moment cinétique dans (R"). Etablir I'équation différen-

tielle du mouvement. Déterminer les valeurs de & qui correspondent & une position d'équili-

bre dans (R").

0 13 - Montrer que @ = 0 est une position d’équilibre stable. Existe-t-il une position

d’équilibre instable ? Quelle est la forme de I’équation différentielle pour les petits mouve-

ments autour de cette position d’équilibre instable ?

0 14 — A partir de la position 8= 0, le satellite subit une petite perturbation qui I'écarte d'un

angle 6,. Calculer la période des oscillations au voisinage de la position d’équilibre, pour un
satellite d'altitude # = 800 km. Comparer cette période avec la période du satellite autour de
la Terre.

Etude énergétique, dans le référentiel géocentrique galiléen
O 15 — Exprimer le potentiel de gravitation, en fonction des données du probleme et en pro-
cédant aux approximations qui s’imposent (/ << 7).

0 16 — Considérer I'énergie mécanique du satellite et en déduire la période des petites
oscillations autour de la position d’équilibre stable.

DONNEES PHYSIQUES

constante de gravitation G = 6,67 10" m’kg's?

rayon de la Terre Rr= 6400 km
masse de la Terre Myr=6,010%kg
masse du satellite Ms=2,010"kg
perméabilité du vide Yo = 4m.10"H.m'!
vitesse de la lumiére c=3.10°ms"

masse de I'électronm, = 0,91.107™ kg

charge élémentaire e=1,6.10"C
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PHYSIQUE II

Ce probleme étudie différentes maniéres de réaliser un variométre, instrument
de mesure de la vitesse verticale d’'un engin volant. Cet appareil est indispensa-
ble aux pilotes des aéronefs sans moteur (planeurs, deltaplanes et parapentes)
puisqu’il leur sert a détecter les courants d’air ascendants qui permettent a ces
aéronefs de se maintenir en l'air ou de gagner de I'altitude.

Tn ADMQ

la décomposition en série de Fourier d'une fonction créneau f(¢) impaire de
période T et d’amplitude créte a créte 2K :

1 sin[(2k+ 1)%}

4E,
s Tkzo 2k +1) ’

Partie 111 - Variometre a affichage électronique

Cette technologie est généralement utilisée pour des variométres de faible taille
ou les déplacements du piston sont plus réduits que dans la partie II. Les dépla-
cements x du piston sont transmis & un systéme de condensateurs différentiels.

g
<
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Ces condensateurs permettent, a 'aide d’une électronique adaptée, de détermi-
ner le déplacement x du piston qui, sous certaines conditions est une image de
la vitesse verticale V, de I'aéronef. On supposera dans toute cette partie que ces
conditions sont vérifiées. On a donc x = AV, out A est une constante positive. Le
capteur a capacités différentielles comporte quatre condensateurs C,,, C,;,
C,, et C,, assimilables a des condensateurs plans. On négligera les effets de
bord.

Au repos, défini par la
position x = 0, les arma-
tures des condensateurs

dépot métallique sur

z Figured la partie mobile isolante

sont toutes distantes de : armaltlgre
e,. Elles ont une surface |----- Enxe;a que

en regard S et baignent
dans un liquide diélectri- | ____
que de permittivité e. | x
Dans toute cette partie,
on supposera x «e,.

On rappelle que, si I'on néglige les effets de bord, la capacité d'un condensateur
plan est donnée par C = ¢S/e,ou S est la surface des armatures en regard et e
la distance séparant ces armatures.

IILA - Etude du systéme de capacités différentielles

IIILA.1) En négligeant les effets de bord,
déterminer les expressions des capacités —— I> -
variables: C,,, C;,, C,, et C,, en fonc-
tionde e, S, e, et x.

1I1.A.2) Application numérique :

£ = 1,6x1078$I, S = 9cm2,e0 = 3mm.
Déterminer la valeur commune des capa-
cités lorsque x = 0.

IIL.B - Oscillateur a pont de Wien e Figure 5
Dans toute cette partie, on supposera les

amplificateurs opérationnels (AO ) idéaux, fonctionnant en régime linéaire.
III.B.1) On considere le quadripdle figure 5.

a) Préciser le modeéle de 'amplificateur idéal en régime linéaire. Déterminer la
fonction de transfert ¥ = S/E en fonction de R, et R, quand ]’ AO fonctionne
en régime linéaire. Préciser les limitations pratiques que 'on peut rencontrer.
b) Tracer la caractéristique s(e), c’est-a-dire le graphe représentant s en ordon-
née en fonction de e en abscisse.

Concours Centrale-Supélec 2006
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1I1.B.2) Etude du filtre de Wien ci-contre

C
(figure 6). R i }
a) Déterminer la fonction de transfert
s
Q = E . o’ C o
Préciser les parametres caractéristiques
du filtre (gain maximum, facteur de qua-

lité, pulsation particuliére). -
) Figure 6
b) Tracer le diagramme de Bode (gain et 77

phase) associé a G. On fera apparaitre

sur chacun des graphes le tracé asymptotique et le tracé réel. Quelle est la fonc-
tion de ce quadripdle ?

I11.B.3)
a) On couple le filtre de Wien avec le mon-
tage amplificateur du IIL.B.1 figure 5. On ne

tient aucun compte de la réponse fréquen-
tielle de l'amplificateur et on suppose le
régime linéaire toujours établi. A partir des
expressions F et G, montrer qu’il peut théo-
riquement exister un signal sinusoidal sans j
générateur basse fréquence pour une valeur | C

r = R,/R, etune fréquence particuliére f & ° T
déterminer.

b) En utilisant la relation imposée par
Iamplificateur et 'équation différentielle du
filtre de Wien, établir I'équation différentielle vérifiée par s’ . Montrer qu’il peut
exister un signal sinusoidal sans générateur B.F. Retrouver les conditions du
I11.B.3-a. Calculer numériquement f si R = 10 kQ et C = 4, 8 nF. Peut-on légi-
timement ignorer la réponse fréquentielle de 'AO ?

¢) En pratique, on ne sait pas réaliser exactement la condition r = R,/R,. A
partir de I’équation différentielle précédente, montrer qu'une condition d’appa-
rition des oscillations est r = R,/R,>n (n entier & définir). Si on choisit
R, = 10 kQ, les valeurs disponibles dans les catalogues étant 4,7 kQ, 5,6 kQ,
10 kQ, quelle valeur doit-on prendre pour R, ?

d) Silon fait varier la valeur de R, al'aide d'un potentiometre on constate que
le signal de sortie évolue entre une sinusoidale légérement écrétée et un signal
carré. En déduire un encadrement de 'amplitude maximale du signal e'(¢) en
ne gardant que le terme fondamental du développement en série de Fourier. On

i
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justifiera cette approximation. Faire I'application numérique si la tension de
saturation de I’ AO vaut 13 V.

II1.B.4) Ameélioration du montage. On i

donne la caractéristique d’'une diode
Zener idéale (voir figure 8 ci-contre).

Pour améliorer le comportement du [V 5 -
montage, on remplace la résistance R, _ %
par le dipéle AB suivant, qui comporte l

Figure 8

deux résistances R, et R, deux diodes
Zener téte béche.

: S e
o

R,

Figure 9

v

a) Tracer la caractéristique v(i) du dipéle AB, c’est-a-dire le graphe représen-
tant la tension v en ordonnée en fonction du courant ; en abscisse. Préciser en
fonction de R,, R, Vj, et V, les différentes pentes et les coordonnées des
points particuliers de cette caractéristique.

b) En quoi I'introduction du dipéle AB améliore la qualité de l'oscillateur ?

II1.C - Etude globale du capteur

Le capteur complet se compose du systéme de condensateurs C,, et C,,, de
capacité C, et du systéme de condensateurs C,, et C,, de capacité C, . Ces con-
densateurs sont utilisés dans deux oscillateurs sinusoidaux a pont de Wien qui
oscillent respectivement aux pulsations o, = 1/RC, et o, = 1/RC,. Soit
v (t) = Acos(w,t) le signal issu du premier oscillateur et v,(¢) = Acos(w,t) le
signal issu du second oscillateur. Ces signaux sont traités par un montage élec-
tronique comportant un multiplieur qui fournit la tension v, (¢) = k,,v,(t)v,(¢)
et une cellule de filtrage R'C', avec k,, une constante multiplicative. La tension
v aux bornes du condensateur de la cellule R'C’ est alors analysée par un fré-
quencemetre qui délivre une tension continue Vg proportionnelle a la fréquence
f de vy On posera Vg = yf .

Comment faut-il choisir le produit v = R'C’ pour obtenir une tension Vg pro-
portionnelle a x ?

Concours Centrale-Supélec 2006
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Déterminer alors la relation entre Vg et la vitesse verticale de 'aéronef.

UI* il AL

v, ¢ “» Vs
U?? I

multiplieur Figure 10 fréquencemétre

eeoe FIN eee
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