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PROBLEME B : LE JEU DE JOKARI

Prdambule : Ecoulement sur un obstacle - Formule de Stokes
On s'int6resse d l'dcoulement d'un fluide incompressible de viscositd q et de masse volumique p
autour d'une sphdre de centre O de rayon i? ir trds faible nombre de Reynoldr (4 <. t) On

rappelle que le nombre de Reynolds est .R" = R pu oD v est la vitesse de la sphdre , p Iamassery
volumique du fluide et q la viscosit6. Dans ce probldme, la pesanteur est ndgligde. On note
(%,4,4) h base associde au repdre (o,x,y,z).

tigne de c&r;nryi d*r l';fe*xr

M{r',S,,p)

plan perpendicul$ire & {k

L'angle 9 estl'angleentre OMet7" etl'angle p estl'angle entre Om et4,vecteurunitairede
I'axe Ox, m 6tant le projet6 orthogonal de M dans le plan (O,x,y).
A une distance z trds grande devant R, la pression est notee p*, l'6coulement est uniforme et la
vitesse y- est paralldle d I'axe Oz: [ = v-4. Cet dcoulement pennanent est caract6risd dans un
repdre sph6rique (O,4,4,4) n* utr champ de vitesse i=i(r,0,g)et un champ de pression
p = p(r,O,g) qui v6rifie l'6quation de Navier-Stokes,

( n"\
' l ;  )=-gradP 

+4ai

onrappel le q" 7i t(*t  d)= sr ia(ani)-ne ;  an(-t7)=0 ; div(gr;A f)= of

p.,- & lqdG|l ag fu,a A.ro
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8.1 Quelle est l'unit6 du nombre de Reynolds R, dans le Systdme Intemational ? On justifiera
par une analyse dimensionnelle.

8.2 Rappeler dans le cas gdndral, l'dquation locale de conservation de la matidre.
Que devient cette relation dans le cas d'un fluide incompressible ?

8.3 En comparant les differents termes de I'dquation de Navier-Stokes, montrer que cette
demidre peut approximativement s'6crire Srtdp = 4 li .

8.4 En ddduire que le laplacien de p v6rifieAp = 0.

8.5 Justifier que la pression p est inddpendante de la variable p et pr6ciser la direction de la
rdsultante des forces pressantes F sur la sphdre.

B.6V€r i f ierquep=o-_}ryestso lut ionde1,dquat iondelaquest ionB.4.

On rappelle qu'en coordonn6es sphdriques,

or =L( !( , '  Y\\*, t  (  u ( , ,nra(t))1.^-t-^-pz"  r ' ( d r \  0 r ) )  r ' s i n d [ 0 9 [  A e  ) )  r " s i n ' 0 0 e '

8.7 En ddduire la rdsultante des forces pressantes f . f'erc^ent de surface sur une sphdre de
rayon R est d^S = R2 sin(d) d0 dg .

8.8 Sachant que la rdsultante des forces visqueuses vaut F" = 4EqRt, en d6duire la force
totale subie par la sphdre.

R6sistance i I'avancement

Considdrons maintenant une sphdre de vitesse v, de rayon R en mouvement uniforme dans un
fluide de viscositd ry et de masse volumique p

8.9 On cherche d ddterminer la train6e exercde sur la sphdre. Cette force exerc6e par le fluide sur
la sphere est fonction de v, R , p et 4. La force de trainde peut se mettre sous la forme :

F =LC,(R")Rovv px oi C,(R") reprdsente une fonction de R" et a,y etl sont des entiers

naturels.
Par une analyse dimensionnelle, ddterqiner les nombres a,y et A .

B.f0 Dans le cas d'un dcoulement rampant, (& . t), nous obtenons la loi dite de Stokes :
F = -6rRrti. P.d"iser alors la valeur de C, en fonction d" 4.

8.11 Que devient cette force pour un fluide par,fait?
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Le jeu de Jokari : 6tude i une dimension

Le Jokari est un jeu qui se joue d deux ou seul. Il est composd d'une balle en caoutchouc de masse
m attachee d un socle par un 6lastique, permettant ainsi d la balle de revenir. On frappe la balle
avec une raquette en bois. L'6lastique sera assimild d un ressort de raideur ft et de longueur i vide
(,0.L'effet de l'6lastique ne se produit que si la longueur de l'6lastique est sup6rieure i /0,
crest-i-dire l'6lastique tendu. Le socle sera plac6 sur le sol en un point O pris comme origine.
L'6tude du mouvement s'effectue dans le rdfdrentiel terrestre assimild i un r6ferentiel galilden. On
note fr le champ de pesanteur terrestre supposd constant et uniforme. On ddsigne pat (O,x,y,z) le
repdre orthonorm6 direct lid d la terre, l'axe Oz dtant dirigd suivant la verticale ascendante.
On mod6lisera la balle par un point M.

Donndes et notations :
r Coordonn6es dupointM, (x,y,z)danslabase (q,4,a\ t
o longueur ir vide, /o ;
o masse delaballe, m ;
o raideur de l'dlastique, ft;
o viscositd de l'air, q = 7,8. 10-5 Pa . s ;
r vitesse initiale de lancement, vo ;
r hauteur initiale de lancement, h = lm :
o rayon de la balle en caoutchouc , R = Zcm i
o le champ de pesanteur terrestre, d t go = 9,8 m.s-2 .

A l'instant initial, / = 0, on lance la balle M avec une vitesse { suivant l'axe Oz ascendant et d une
hauteur h (h <{.). On ndglige dans cette partie tout frottement.

B.l2 Quelle doit 6tre la vitesse minimale Vo.-in pour que l'6lastique se tende ?

Etude pour vo ( vo.-i'

B.13 Dans I'hypothdse oi vo ( vo.-in , donner l'expression de la vitesse u,(t) = dz I dt i un instant
/ donn6.
En ddduire la position z(r). Preciser les expressions de la vitesse v" et de I'instant /" quand la

masse touche le sol. onposera at =\*?L.
go- go

8.14 En ddduire une expression de z en fonction de v, ,vo et h.
Quelle est la nature de la courbe obtenue ?
Comparer cette expression ir celle des courbes de niveau de l'dnergie mdcanique.
En ddduire une autre expression de z en fonction de go, vz et vs.
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8.15 L'espace des phases est un plan oir l'on porte en abscisse z et en ordonnde v, = dz I dt .
Tracer la courbe correspondante dans l'espace des phases pour r e [0,r"]. On pr6cisera les points
remarquables.

8.16 Quand la balle touche le sol, on admet que la vitesse se transforme instantandment, en
u-(rr. ) = *€r.,6, oit e est un coefficient de restitution 0 < e <1 .
On prend une nouvelle origine des temps et on pose t' = t -t.,. Exprimer la nouvelle vitesse v" (r')
et la nouvelle position ,(t') .
En ddduire I'expression z en fonction de go ,v., e et v" .Comparer au rdsultat prdcddent.

B.l7 On repr6sente ci-dessous la trajectoire dans I'espace des phases aprds plusieurs rebonds :

Reproduire ce graphique sur la copie en y prdcisant le sens de parcours.
Pourquoi a-t-on des tangentes verticales sur I'axe des z ?
Par quelle propridtd graphique se traduit la conservation de I'dnergie ?
Quelle propri6t6 pr6sentent ces courbes les unes par rapport aux autres ?

8.18 On tient compte maintenant de Ia force de train6e. La r6sistance de l'air sur la balle de
rayon R et animde d'une vitesse v se traduit par une force qui en noffne vaut f = f v' or) B est une
constante. On lance toujours la balle de masse m d'we hauteur h avec une vitesse Vo ( vo,ri,o
ascendante, I'dlastique n'est toujours pas tendu.
Pourquoi la loi de Stokes n'est-elle pas valable ici ? On justifiera le rdsultat par une estimation du
nombre de Reynolds,R .

B.l9 Ecrire la nouvelle dquation v6rifi6e par y en fonction go,m et F .
a) dans la phase ascendante,
b) dans la phase descendante,

8.20 On pose u = v' .Montrer que dans la phase ascendante 4 = -zso -zLu .
a z m

Expliciter la fonction u(z) enfonction de m, 96, B,vo, h et d = 
ft.

En ddduire z.* , l'altitude maximale.
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B.2l Etablir I'expression dans la phase descendante.
Expliciter Ia fonction u(z) enfonction de flt, go, p, z^*, d .
En ddduire la vitesse v, quand elle touche le sol d I'instant l, .

8.22 flacer l'allwe de la trajectoire dans l'espace des phases entre I : 0 et t = tr.

Fin du problBme B

Fin de lo6preuve
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